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Cap´ıtulo 0
Introduccio´n
Los homomorfismos son funciones que preservan la estructura entre varias estructuras
matema´ticas de la misma categor´ıa, en este trabajo estudiare´ los homomorfismos real
valuados en a´lgebras de funciones continuas.
El objetivo es demostrar cua´ndo estos homomorfismos son evaluaciones, es decir, sea
X un espacio topolo´gico, si tenemos un homomorfismo φ : C(X) −→ R, denota-
mos C(X) el a´lgebra de las funciones continuas, existe un α real tal que para todo
f ∈ C(X) se cumple que φ(f) = f(α).
Si bien es conocido que este es el caso para X espacio real compacto, nuestra intencio´n
es estudiar una serie de pruebas que han sido resultado de trabajos de investigacio´n
relizados por varios autores, unas recientes y otras no tan recientes, de los casos
sencillos como pueden ser para X = R o X = Ω un abierto no vac´ıo de R. Estas
pruebas, va´lidas en estos casos particulares, contrastan con su sencillez con las que
figuran en textos cla´sicos como el de Leonard Gillman y Meyer Jerison [6], por lo
que resultan especialmente atractivas pese a que no son muy conocidas.
En un principio veremos una prueba realizada por Richard M. Aron y Ger H. Fricke
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2[2] en la que, siendo C(R) el espacio vectorial de las funciones reales continuas, se
demuestra que cada homomorfismo φ : C(R) −→ R es el punto de evaluacio´n en
algu´n momento de R, y un art´ıculo en el que Lyle E. Pursell [9] hace referencia a la
misma y en el que se prueba que un homomorfismo de anillos, bajo las condiciones
que se describen, tambie´n es un homomorfismo de a´lgebra.
Ma´s adelante se encuentra una prueba realizada por Z. Ercan y S. Onal [5] en la
que, siendo C(X) el a´lgebra de las funciones reales continuas definidas en un espacio
topolo´gico X, un homomorfismo distinto de cero en C(X) esta´ determinado por un
punto.
Luego Karim Boulabiar [3] nos ofrece una prueba de que, siendo Ω un conjunto
abierto no vac´ıo de R, un homomorfismo de anillos reales en C(Ω) es una evaluacio´n
en algu´n punto de Ω. Adema´s nos describe unas condiciones con las cuales para
cualquier anillo R de valor real en un subconjunto no vac´ıo de Rn funciona la prueba,
y nos da como ejemplo el anillo Ck(Ω) de todas las funciones con valores reales
k−diferenciables, por lo que tambie´n me extendere´ hasta una prueba realizada por
Arias-De-Reyna [1] para el a´lgebra de dichas funciones en Rn.
En general son pruebas accesibles y que se desprenden de propiedades ba´sicas, pero
que al ser analizadas resultan de mucho intere´s, ya que su accesibilidad en combi-
nacio´n con los buenos resultados que se obtienen a partir de ellas, las hacen muy
interesantes.
Cap´ıtulo 1
Conceptos generales
1.1. Anillo
Un conjunto A, con dos leyes de composicio´n internas: + (la suma) y · (el producto),
tiene estructura de anillo cuando verifica los siguientes axiomas:
1. La suma es asociativa: a+ (b+ c) = (a+ b) + c.
2. La suma es conmutativa: a+ b = b+ c.
3. Existe un elemento 0 en A tal que: a+ 0 = a (elemeto neutro).
4. Para cada elemto a de A existe otro elemento b tal que: a + b = 0 (existencia del
elemento opuesto).
5. El producto es asociativo: a(bc) = (ab)c.
6. Distributividad del producto sobre la suma: a(b+ c) = ab+ ac, (a+ b)c = ac+ bc.
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7. Existe un elemento 1 en A tal que a1 = 1a = a para todo a de A (existencia del
elemento unitario).
Si adema´s el producto es conmutativo, ab = ba, se dice que el anillo es conmutativo.
1.2. Espacio Vectorial
Para definir el concepto de a´lgebra nos vamos a basar en el de espacio vectorial.
Un espacio vectorial es una estructura algebraica creada a partir de un conjunto no
vac´ıo, una operacio´n interna (llamada suma, definida para los elementos del conjun-
to) y una operacio´n externa (llamada producto por un escalar, definida entre dicho
conjunto y otro conjunto, con estructura de cuerpo), con 8 propiedades fundamen-
tales.
Concretamente, dado un conjunto no vac´ıo V , una ley de composicio´n interna + : V
×V −→ V y una ley de composicio´n externa · : R × V −→ V , se dice que la terna
(V,+, ·) es un espacio vectorial sobre R si se cumple que:
• La suma:
+ : V × V −→ V
(u, v) −→ u+ v
Es una operacio´n interna tal que:
1) Tenga la propiedad conmutativa, es decir:
u+ v = v + u, ∀u, v ∈ V
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2) Tenga la propiedad asociativa, es decir:
u+ (v + w) = (u+ v) + w, ∀u, v, w ∈ V
3) Tenga elemento neutro 0, es decir:
∃0 ∈ V : u+ 0 = u, ∀u ∈ V
4) Tenga elemento opuesto, es decir:
∀u ∈ V , ∃ − u : u+ (−u) = 0
• Producto por un escalar:
· : R× V −→ V
(a, u) −→ a · u
Es una operacio´n externa tal que:
5) Tenga la propiedad asociativa:
a · (b · w) = (a · b) · w, ∀a, b ∈ R, ∀u ∈ V
6) El 1 en R cumple que:
1 · u = u, ∀u ∈ V
7) Tenga la propiedad distributiva del producto respecto a la suma de vectores:
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a · (u+ v) = a · u+ a · v, ∀a ∈ R, ∀u, v ∈ V
8) Tenga la propiedad distributiva del producto respecto a la suma de escalares:
(a+ b) · u = a · u+ b · u, ∀a, b ∈ R, ∀u ∈ V
1.3. A´lgebra
Un a´lgebra A es un espacio vectorial sobre R dotado de un producto algebraico para
el cual dados a, b, c ∈ A y α ∈ R se cumplen las siguientes propiedades:
1. (ab)c = a(bc) Asociatividad.
2. a(b+ c) = ab+ ac Distributividad izquierda.
3. (a+ b)c = ac+ bc Distributividad derecha.
4. (αa)b = α(ab).
Un a´lgebra A es unitaria si existe un elemento 1 en el a´lgebra con la propiedad:
1a = a1 = a para todo a ∈ A.
Notar que toda a´lgebra es anillo con la suma y el producto. Los ejemplos de anillo
y a´lgebra que vamos a manejar son: C(Rn), el espacio de las funciones continuas en
Rn, y ma´s en general, C(Ω) siendo Ω un abierto de un espacio real compacto de X.
Es claro que ambos espacios son a´lgebras con la suma y el producto puntual:
La suma de funciones:
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(f + g)(x) = f(x) + g(x)
El producto de funciones:
(f · g)(x) = f(x) · g(x)
Tambie´n estamos interesados en el espacio Ck(Rn) de las funciones k−diferenciales
en Rn.
1.4. Homomorfismo de Anillos
Si tenemos dos anillos, (R,+, ·) y (S,+, ·), se dira´ que la aplicacio´n φ : R −→ S es
un homomorfismo de anillos si se cumplen las siguientes condiciones:
• φ(x+ y) = φ(x) + φ(y); ∀x, y ∈ R
• φ(x · y) = φ(x) · φ(y); ∀x, y ∈ R
As´ı, un homomorfismo de anillos es una aplicacio´n entre anillos que conserva las
estructuras de ambos como anillos.
Ejemplo.
Si c ∈ R, la aplicacio´n evaluacio´n δc : C(R) −→ R es un homomorfismo de anillos.
En efecto, si f, g ∈ C(R) tenemos que:
• δc(f + g) = δc(f) + δc(g)
δc(f + g) = (f + g)(c) = f(c) + g(c)
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δc(f) + δc(g) = f(c) + g(c)
• δc(f · g) = δc(f) · δc(g)
δc(f · g) = (f · g)(c) = f(c) · g(c)
δc(f) · δc(g) = f(c) · g(c)
Vemos como todo homomorfismo de anillos en C(R) es una evaluacio´n, es decir si
φ : C(R) −→ R es un homomorfismo de anillos, entonces existe c ∈ R tal que φ = δc.
1.5. Homomorfismo de A´lgebra
Un homomorfismo entre dos a´lgebras A y B es una aplicacio´n φ : A −→ B que
cumple:
• φ(αa+ b) = αφ(a) + φ(b)
• φ(ab) = φ(a)φ(b)
Notar que si denotamos por rˆ la funcio´n constante igual a r ∈ R, entonces todo
homomorfismo no nulo φ : C(R) −→ R cumple que φ(1ˆ) = 1. En efecto:
• φ(1ˆ) = φ(1ˆ·1ˆ) = φ(1ˆ)·φ(1ˆ) Igualamos a cero: 0 = φ(1ˆ)−φ(1ˆ)·φ(1ˆ) = φ(1ˆ)·(1−φ(1ˆ))
Como φ(1ˆ) 6= 0 entonces 1− φ(1ˆ) = 0; y por lo tanto φ(1ˆ) = 1.
Adema´s φ(0) = 0. En efecto:
• φ(0) = φ(0 + 0) = φ(0) + φ(0) Igualamos a cero: 0 = φ(0) − φ(0) − φ(0) =
φ(0) + φ(0)− φ(0) = φ(0). Entonces φ(0) = 0.
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1.6. El espacio Rn
Recordemos algunos hechos y conceptos ba´sicos de Rn que nos sera´n de utilidad.
Formalmente, se define:
Rn = {(x1, . . . , xn)|xi ∈ R, i = 1, . . . , n}
como el conjunto formado por todas las n-uplas de nu´meros reales ordenados, cu-
yos elementos se pueden sumar componente a componente, y tambie´n se pueden
multiplicar por un nu´mero real, multiplicando cada componente por dicho nu´mero.
Donde la primera operacio´n es la ley de composicio´n interna y se define como:
+ : Rn × Rn −→ Rn
((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) −→ (x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn)
Donde (x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn).
La segunda operacio´n es ley de composicio´n externa y se define como:
· : R× Rn −→ Rn
(α, (x1, . . . , xn)) −→ α(x1, . . . , xn)
Donde α(x1, . . . , xn) = (αx1, . . . , αxn).
1.6.1. Bola abierta y cerrada
Sea a ∈ Rn y r > 0. Se define la bola abierta de centro a y radio r como el conjunto
de los puntos cuya distancia al centro es estr´ıctamente menor que el radio:
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B(a, r) = {x ∈ Rn : d(x, a) < r}
Se define la bola cerrada de centro a y radio r como el conjunto de los puntos cuya
distancia al centro es menor o igual que el radio:
B¯(a, r) = {x ∈ Rn : d(x, a) ≤ r}
1.6.2. Puntos interiores, adherentes y frontera
Sea A ⊂ Rn y a ∈ Rn. Se dice que a ∈ A es un punto interior de A si existe alguna
bola abierta centrada en a y contenida en A:
∃r > 0/B(a, r) ⊂ A
Denotamos por Int(A) al conjunto de los puntos interiores de A.
Se dice que a ∈ Rn es un punto adherente de A cuando toda bola abierta centrada
en a contiene algu´n punto de A:
∀r > 0, B(a, r) ∩ A 6= ∅
El conjunto de todos los puntos adherentes a A se denomina clausura o adherencia
de A y se denota por A¯.
Se dice que a ∈ Rn es un punto frontera de A cuando toda bola abierta centrada en
a contiene al menos un punto de A y un punto que no es de A:
∀r > 0, B(a, r) ∩ A 6= ∅, B(a, r) ∩ (Rn − A) 6= ∅
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El conjunto de todos los puntos frontera de A se denota por Fr(A).
1.6.3. Conjunto abierto, cerrado, acotado y compacto
Un conjunto A ⊂ Rn es abierto, si no contiene ningu´n punto de su frontera, es
decir, si x ∈ Fr(A) ⇒ x no esta´ en A; es decir que todos sus puntos son interiores:
A = Int(A).
Como ejemplo de conjunto abierto tenemos las bolas abiertas.
Un conjunto A ⊂ Rn es cerrado, si contiene la totalidad de su frontera, es decir, si
x ∈ Fr(A)⇒ x ∈ A.
Un conjunto cerrado es el complementario de uno abierto. Como ejemplo de conjunto
cerrado tenemos las bolas cerradas.
Un conjunto A ⊂ Rn es acotado si existe una bola que lo contenga, es decir, ∃a ∈ Rn
y ∃r > 0 tales que A ⊆ B(a, r).
Como ejemplo de conjunto acotado tenemos las bolas.
Un conjunto A ⊂ Rn decimos que es compacto, si es cerrado y acotado.
1.7. Filtro
Sea E cualquier conjunto. Un conjunto no vac´ıo F de subconjuntos no vac´ıos de E
se llama filtro si satisface:
• Si A ∈ F y B ∈ F , entonces A ∩B ∈ F .
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• Si A ∈ F y A ⊆ B, entonces B ∈ F .
1.7.1. Base de filtro
Un conjunto no vac´ıo B de subconjuntos no vac´ıos del conjunto E se llama una base
de filtro si satisface:
• Si A ∈ G y B ∈ G, hay algu´n C ∈ G con C ⊆ A ∩B.
El conjunto F de todos los conjuntos de un conjunto G es entonces un filtro, llamado
filtro generado por por G.
1.8. Producto cartesiano
El producto cartesiano de dos conjuntos es una relacio´n de orden que resulta en
otro conjunto cuyos elementos son todos los pares ordenados que pueden formarse
tomando el primer elemento del par del primer conjunto, y el segundo elemento del
segundo conjunto.
El producto cartesiano de A y B es el conjunto A×B cuyos elementos son los pares
ordenados (a, b), donde a es un elemento de A y b un elemento de B:
A×B = {(a, b) : a ∈ A y b ∈ B}
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1.8.1. Caso infinito
El producto cartesiano de una familia indexada de conjuntos es el conjunto de las
aplicaciones f : I −→ ⋃
i∈I
Ai cuyo dominio es el conjunto ı´ndice I y sus ima´genes son
elementos de algu´n Ai; que cumplen que para cada i ∈ I se tiene f(i) ∈ Ai:
∏
i∈I
Ai = {f : I −→
⋃
i∈I
Ai| para cada i ∈ I, f(i) ∈ Ai}
Donde
⋃
i∈I
Ai denota la unio´n de todos los Ai. Dado un j ∈ I, la proyeccio´n sobre la
coordenada j es la aplicacio´n:
pij :
∏
i∈I
Ai −→ Aj, pij(f) = f(j)
1.9. Espacio real compacto
Ma´s adelante en la prueba de Z. Ercan y S. Onal [5] veremos que aparecen algunos
conceptos referentes a los espacios topolo´gicos, como son los espacios real compactos,
por lo que a continuacio´n recordaremos las definiciones ba´sicas, con la finalidad de
manejar su concepto al momento de estudiar dicha prueba. En esta seccio´n empeza-
remos definiendo un espacio topolo´gico.
Un espacio topolo´gico es un conjunto E de elementos, junto con T , una coleccio´n de
subconjuntos de E que satisfacen las siguientes propiedades:
1. El conjunto vac´ıo y E esta´n en T .
φ ∈ T , E ∈ T
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2. La interseccio´n de cualquier coleccio´n finita de conjuntos de T esta´ tambie´n en T .
(O1 ∈ T , O2 ∈ T )⇒ (O1 ∩O2 ∈ T )
3. La unio´n de toda coleccio´n de conjuntos de T esta´ tambie´n en T .
(∀i ∈ I, Oi ∈ T )⇒ (∪Oi∈IOi ∈ T )
Los conjuntos en T son los conjuntos abiertos, y sus complementos en E son los
conjuntos cerrados.
La coleccio´n T es llamada topolog´ıa en E. Los elementos de E suelen llamarse puntos,
aunque pueden ser cualquiera de los objetos matema´ticos.
Un espacio topolo´gico X se dice T1 si y so´lo si para cualquier par de puntos x, y
de X hay un par de conjuntos abiertos A1, A2, tal que x este´ A1, pero no en A2; y
adema´s y este´ A2, pero no en A1.
Una equivalencia importante es que X es T1 si y so´lo si los subconjuntos de X
formados por un u´nico punto son cerrados.
Se dice que un espacio topolo´gico es un espacio de Hausdorff si todo par de puntos
distintos del espacio verifican la propiedad de Hausdorff.
Se dice que dos puntos x e y de un espacio topolo´gico X cumplen la propiedad de
Hausdorff si existen dos entornos Ux de x y Uy de y tales que Ux ∩ Uy = ∅.
As´ı, un espacio de Hausdorff, separado o T2 es un espacio topolo´gico en el que puntos
distintos tienen entornos disjuntos.
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Un espacio topolo´gico X es completamente regular de Hausdorff si es T1 y para cada
punto x ∈ X y cualquier cerrado F ⊂ X tal que x no pertenece a F existe una
funcio´n continua f : F −→ [0, 1] tal que f(x) = 0 y f(F ) = 1.
Un espacio topolo´gico Hausdorff X es llamado real compacto si es homeomorfo a un
subespacio cerrado del producto
∏
i∈I
R para algu´n conjunto de ı´ndices I. Para cada
j ∈ I, Pj :
∏
i∈I
R −→ R se define por Pj((xi)) = xj y ei = (xi) con xj = 1 y xi = 0 si
i 6= j.
1.9.1. Homeomorfismo
En topolog´ıa, un homeomorfismo es una biyeccio´n entre dos espacios topolo´gicos por
una aplicacio´n biyectiva que es continua y cuya inversa es continua. En este caso,
los dos espacios topolo´gicos se dicen homeomorfos. Las propiedades de estos espacios
que se conservan bajo homeomorfismos se denominan propiedades topolo´gicas.
La definicio´n de homeomorfismo es entonces la siguiente:
Sean X e Y espacios topolo´gicos, y f una funcio´n de X a Y ; entonces, f es un
homeomorfismo si se cumple que:
• f es una biyeccio´n.
• f es continua.
• La inversa de f es continua.
Si f : X −→ Y es un homeomorfismo, X se dice homeomorfo a Y . Si dos espacios
son homeomorfos entonces tienen exactamente las mismas propiedades topolo´gicas.
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1.10. Funcio´n caracter´ıstica
La funcio´n caracter´ıstica o funcio´n indicatriz de un subconjunto A ⊆ X es una
funcio´n definida en el conjunto X, y que indica la pertenencia, o no, de cada elemento
de X al subconjunto A, al asignar el valor 1 a todos los elementos de A y el valor 0
a todos los elementos de X \ A (no incluidos en A).
Entonces, la funcio´n carater´ıstica del subconjunto A del conjunto X es una funcio´n:
1A : X −→ {0, 1}
Definida como:
1A(x) = 1 si x esta´ en A, y 0 si x no esta´ en A.
Cap´ıtulo 2
Homomorfismos real valuados en
a´lgebras de funciones continuas
Muchas son las pruebas que se han venido realizando, desde hace ya un tiempo hasta
la actualidad, en las que se demuestra que estos homomorfismos son evaluaciones;
pero nuestro intere´s se centra en estudiar una serie de pruebas acerca de ello que se
caracterizan por su sencillez, pero que a su vez ofrecen muy buenos resultados y no
son muy conocidas.
La importancia principal de este tipo de pruebas radica en que al ser simples, acce-
sibles y utilizar propiedades ba´sicas para su realizacio´n, se encuentran aptas para un
pu´blico de lectores ma´s generalizado, es decir que los recursos utilizados para la rea-
lizacio´n de las mismas pueden ser ma´s fa´cilmente entendidos por un mayor nu´mero
de lectores.
Veremos como llevando a cabo un seguimiento de las metodolog´ıas descritas en estas
pruebas se pueden realizar las demostraciones de forma simple y directa, sin la ne-
cesidad de utilizar las pruebas usuales de las mismas que se desprenden de campos
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de estudio ma´s complejos, tales como la compactacio´n, la teor´ıa del ideal ma´ximo,
el axioma de eleccio´n y otras propiedades derivadas de la topolog´ıa (Ver [6]).
Los buenos resultados obtenidos a trave´s de estas pruebas y las herramientas ba´sicas
utilizadas para obtenerlos las hacen, ma´s que interesantes, muy importantes.
2.1. Homomorfismos reales en C(R)
En este apartado estudiaremos una prueba realizada por Richard M. Aron y Gerd H.
Fricke [2] acerca de los homomorfismos en C(R), as´ı como tambie´n una observacio´n
realizada por Lyle E. Pursell [9] que permite trabajar u´nicamente con las propiedades
de anillo. Estas pruebas, aunque no son ampliamente conocidas, pueden resultar de
mucho intere´s a causa de que son simples, accesibles y se desprenden de propiedades
ba´sicas, como por ejemplo del campo de los nu´meros reales.
C(R) es el espacio vectorial de las funciones reales continuas en R. Un homomorfismo
sobre C(R) es una asignacio´n diferente de cero φ : C(R) −→ R que cumple las
siguientes condiciones:
• φ(af + bg) = aφ(f) + bφ(g)
• φ(fg) = φ(f)φ(g)
Para todo a, b ∈ R y f, g ∈ C(R)
El resultado de que cada homomorfismo φ : C(R) −→ R es el punto de evaluacio´n
en algu´n momento de R.
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2.1.1. Teorema
Teorema. Si φ : C(R) −→ R es un homomorfismo, entonces existe algu´n nu´mero
real c ∈ R de tal manera que φ(f) = f(c) para todo f ∈ C(R).
2.1.2. Estudio de la prueba de Aron y Fricke
Recordemos que φ(1ˆ) = 1.
Sea φ(Id) = c, donde Id ∈ C(R) es la funcio´n identidad dada por Id(t) = t, t ∈ R.
Vemos que φ(f) = f(c) para todo f ∈ C(R). Para f ∈ C(R), sea k(t) = f(t)− f(c).
Entonces k(c) = 0 y φ(k) = φ(f)− φ(f(c)) = φ(f)− f(c).
En efecto, sea f ∈ C(R) y queremos ver que φ(f) = f(c), tenemos que:
k(t) = f(t)− f(c) por lo tanto k = f − f(c)1ˆ
k(c) = 0 : k(c) = f(c)− f(c) = 0
Entonces φ(k) = φ(f − f(c)1ˆ) = φ(f)− f(c)φ(1ˆ) = φ(f)− f(c)
Por lo tanto φ(k) = 0 si y so´lo s´ı φ(f) = f(c), y por lo tanto so´lo tenemos que
demostrar que φ(f) = 0 siempre que f(c) = 0.
Supongamos primero que f es ide´nticamente 0 en un intervalo abierto que contiene
c. Definiendo g(t) por:
g(c) = 0 y g(t) = f(t)
t−c para todo f 6= c
Entonces g ∈ C(R) y φ(f) = φ(g) · φ(t− c) = 0
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En efecto, si tenemos que (t− c) · g(t) = f(t) para f 6= c entonces:
φ(t− c) · g(t) = φf(t) igual a φ(t− c) ·φg(t) = φf(t), entonces φf = φ(t− c) ·φg = 0
para f ∈ C(R) y f(c) = 0.
Supongamos tambie´n que hay una cierta funcio´n f ∈ C(R) que satisface f(c) = 0
pero φ(f) 6= 0, y puesto que φ es lineal, se puede suponer que φ(f) = 1. Usando la
continuidad de f , vemos que hay algu´n (c− ε, c+ ε) en el que |f(t)| < 1
2
.
Definimos h ∈ C(R) por h(t) = f(t) en (c− ε, c+ ε), as´ı tenemos:
• h(t) = f(c+ ε) para t ≥ c+ ε, y
• h(t) = f(c− ε) para t ≤ c− ε.
Entonces h y f esta´n cerca de c, y as´ı por nuestra observacio´n inicial, φ(f − h) = 0.
Finalmente ya que (1−h)−1 ∈ C(R), 1 = φ((1−h)−1)φ(1−h) = 0. Esta contradiccio´n
demuestra que no existe tal f , y el teorema anterior se establece.
As´ı vemos como Aron y Fricke [2] dan una demostracio´n elemental de que si φ :
C(R) −→ R es un homomorfismo distinto de cero, entonces φ es una evaluacio´n, es
decir, para un cierto c en R, φ(f) = f(c) para todo f en C(R).
2.1.3. Estudio de la prueba de Pursell
Si F (X) es un anillo de funciones definidas en un conjunto X y con valores en R,
que contiene a las funciones constantes Rˆ(X), entonces F (X) es un a´lgebra con la
operacio´n r · f = rˆ · f , para todo r ∈ R y para todo f ∈ F (X).
En este contexto tiene sentido plantearse que si φ : F (X) −→ R es un homomorfismo
de anillos tambie´n lo es de a´lgebra. En su observacio´n Pursell [9] demuestra que
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efectivamente si φ : F (X) −→ R es un homomorfismo de anillos lo es de a´lgebras.
Para demostrarlo recordemos el siguiente lema:
Lema 1. El u´nico homomorfismo distinto de cero del cuerpo real en s´ı mismo es la
asignacio´n de la identidad.
Sea F (X) cualquier anillo con funciones reales definidas en un conjunto no vac´ıo
X que contiene al anillo Rˆ(X) de constantes reales en X. Sea φ : F (X) −→ R un
homomorfismo de anillos distinto de cero. Si r es un nu´mero real, ello nos denota
la funcio´n correspondiente constante en X por rˆ, es decir, rˆ(x) = r para todo x de
X. Luego (como Aron y Fricke [2] demostraron utilizando solo las propiedades del
anillo) φ ˆ(1) = 1. Y puesto que Rˆ(X) es una copia isomorfa de R, por el lema anterior
tenemos que φ(rˆ) = r para todo r en R.
Por lo tanto, φ(rf) = φ(rˆf) = φ(rˆ)φ(f) = rφ(f) para todo r en R y f en F (X). As´ı,
nuestro homomorfismo de anillos φ : F (X) −→ R tambie´n es un homomorfismo de
a´lgebra.
Observemos que en la prueba se hace uso de la propiedad φ(αf) = αφ(f), propia de
los homomorfismos de a´lgebra.
As´ı, Lyle E. Pursell [9] nos dice que ello es suficiente para suponer que φ es un
homomorfismo de anillos.
Prueba del Lema 1. Esta prueba se basa en la dada en el libro de Leonard Gillman
y Meyer Jerison [6], y contiene una ampliacio´n detallada de la misma.
Un nu´mero real es no negativo si y so´lo si es un cuadrado. Dado que cualquier
homomorfismo toma cuadrados de cuadrados, toma nu´meros no negativos de nu´meros
no negativos, y por lo tanto preserva el orden. Ahora, si φ es un homomorfismo
distinto de cero, entonces, debido a que φr = (φr)(φ1) para todo r, se debe tener
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φ1 = 1. De ello se deduce que f es la identidad en Q. Como Q es denso en R y φ
preserva el orden, φ es tambie´n la identidad en R.
Dicho esto con ma´s detalles si tenemos un homomorfismo φ : R −→ R tenemos que:
Sea x ∈ R, x ≥ 0⇐⇒ existe y ∈ R tal que y2 = x. Entonces:
φ(x) = φ(y2) = φ(y · y) = φ(y) · φ(y) = φ(y)2 ≥ 0. Entonces φ(x) ≥ 0.
Si x ≥ y =⇒ φ(x) ≥ φ(y).
Si x− y ≥ 0 =⇒ φ(x− y) ≥ 0 =⇒ φ(x)− φ(y) ≥ 0.
Si φ es un homomorfismo no nulo entonces φ(x) = φ(x · 1) = φ(x)φ(1) =⇒ φ(1) = 1.
De ello se deducimos que:
Si n ∈ N, φ(n) = φ(1 + 1 + · · ·+ 1) = φ(1) + φ(1) + · · ·+ φ(1) = nφ(1) = n.
Si m ∈ Z, tenemos dos casos. Primero si m ∈ N =⇒ φ(m) = m; y segundo si
−m ∈ N =⇒ −φ(m) = φ(m) = −m =⇒ φ(m) = m.
Si n ∈ N, n 6= 0 entonces 1 = φ(1)φ(n · 1
n
) = φ(n) · φ( 1
n
) = n · φ( 1
n
) =⇒ φ( 1
n
) = 1
n
Si r ∈ Q, r = n
m
, con n,m ∈ Z y m 6= 0, φ(r) = φ( n
m
) = φ(n)φ( 1
m
) = n · 1
m
= n
m
= r.
Como Q es denso en R, si x ∈ R, x = l´ım
n
rn ∈ Q =⇒ φ(x) = φ(l´ım
n
rn) = l´ım
n
φ(rn) =
l´ım
n
rn = x =⇒ φ es IdR.
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2.2. Homomorfismos en C(X)
En esta seccio´n se estudiara´ una prueba simple y directa hecha por Z. Ercan y S.
Onal [5] de que, siendo X un espacio real compacto, un homomorfismo distinto de
cero en C(X) esta´ determinado por un punto.
C(X) representa el a´lgebra de las funciones reales continuas valoradas en un es-
pacio topolo´gico X bajo las operaciones punto a punto, es decir, que para cada
f, g, h ∈ C(X) y α ∈ R:
(f + g)(x) = f(x) + g(x), (fg)(x) = f(x)g(x) y (αf)(x) = αf(x)
La aplicacio´n φ : C(X) −→ R es un homomorfismo de a´lgebra si cumple que para
cada f, g, h ∈ C(X) y α ∈ R cumple que:
φ(fg + αh) = φ(f)φ(g) + αφ(h)
En la prueba de Pursell [9] vimos que se demuestra que la aplicacio´n φ : C(X) −→ R
es un homomorfismo de a´lgebra si y so´lo si es un homomorfismo de anillos, es decir:
φ(fg + h) = φ(f)φ(g) + φ(h), para cada f, g, h ∈ C(X).
Para cada r ∈ R, r : X −→ R es definida por r(x) = r. La funcio´n caracter´ıstica de
A ⊂ X se denota por χA.
Recordemos que un espacio topolo´gico Hausdorff X es llamado real compacto si
es homeomorfo a un subespacio cerrado del producto
∏
i∈I
R para algu´n conjunto de
ı´ndices I. Para cada j ∈ I, Pj :
∏
i∈I
R −→ R se define por Pj((xi)) = xj y ei = (xi)
con xj = 1 y xi = 0 si i 6= j.
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2.2.1. Teorema
Teorema. Sea X un espacio real compacto y sea φ : C(X) −→ R una aplicacio´n
distinta de cero. Entonces φ es un homomorfismo si y so´lo si existe un u´nico c ∈ X
tal que φ(f) = f(c) para cada f ∈ C(X).
En una de las secciones anteriores ya hemos visto una prueba de este teorema cuando
X = R, para decirlo de una manera mas precisa: vimos que Aron y Fricke [2] demos-
traron que φ(f) = f(φ(i)). Donde i : R −→ R es la aplicacio´n identidad, es decir que
i(x) = x. Siguiendo la misma metodolog´ıa se puede demostrar el teorema de forma
simple y directa, sin utilizar las pruebas usuales del mismo que se desprenden de la
compactacio´n o teor´ıa del ideal ma´ximo.
2.2.2. Estudio de la prueba de Ercan y Onal
En primer lugar se prueba el teorema para X =
∏
i∈I
R.
Para cada ci = φ(Pi) y sea c = (ci)i∈I .
Vemos que para cada f ∈ C(X)
φ(f) = f(c)
Para cada f ∈ C(X) sea kf : X −→ R definida por kf = f − f(c)1ˆ.
Entonces:
φ(kf ) = φ(f − f(c)1ˆ) = φ(f)− f(c)φ(1ˆ) = φ(f)− f(c)
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Como kf (c) = f(c)− f(c)1ˆ(c) = f(c)− f(c) = 0 se sigue que φ(kf ) = 0
Por lo tanto es suficiente que si f(c) = 0 entonces φ(f) = 0.
Veamos que si f |U ≡ 0 para algu´n conjunto abierto U que contiene c, entonces
φ(f) = 0. Por definicio´n de topolog´ıa producto existe una familia (Ui)i∈I de subcon-
juntos abiertos de R tal que:
c ∈ ∏
i∈I
Ui = V ⊂ U y F = {i ∈ I : Ui 6= R} es finito.
Sea
h =
∑
i∈F
(Pi − ci)2
Es claro que h(x) 6= 0 siempre que x no esta´ en V .
Se define:
g : X −→ R, g(x) = f(x)
h(x)
χX\V
Entonces, como V ⊂ U y f |U ≡ 0, se sigue que g ∈ C(X) y f = gh.
Esto implica que:
φ(f) = φ(g)φ(h) = φ(g)φ(
∑
i∈F
(Pi − ci)2) = φ(g)(
∑
i∈F
φ((Pi − ci)2)) = φ(g)(
∑
i∈F
(φ(Pi)−
φ(ci))
2) = 0
Ahora supongamos que existe f ∈ C(X) con φ(f) = 2 y f(c) = 0. Sea g : R −→ R
se define por:
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g(x) = −χ(−∞,−1](x) + xχ(−1,1](x) + χ(1,∞)(x).
Entonces g ∈ C(R). Sea U = f−1(−1, 1). Entonces c ∈ U y f − g ◦ f = 0 en U .
En efecto, por definicio´n de g(x) si x ∈ U entonces f(x) ∈ (−1, 1), por lo que
g(f(x)) = f(x). Entonces (f − g ◦ f)(x) = f(x) − g ◦ f(x) = f(x) − g(f(x)) =
f(x)− f(x) = 0.
Partiendo de la observacio´n anterior 2 = φ(f) = φ(g ◦ f). Esto implica que:
1 = φ((2− g ◦ f)−1(2− g ◦ f)) = φ((2− g ◦ f)−1)(φ(2)− φ(g ◦ f)) = 0
Lo que es una contradiccio´n, lo que demuestra que φ(f) = 0 siempre que f(c) = 0.
Ahora suponemos que X es homeomorfo a un subconjunto cerrado Y =
∏
i∈I
R para
algu´n conjunto I.
Sea:
ψ : C(Y ) −→ C(X), definida por ψ(f) = f |X
Donde f |X denota la restriccio´n de f a X. Entonces existe c ∈ Y tal que:
φ ◦ ψ(f) = f(c) para cada f ∈ C(Y ).
Supongamos que c no esta´ en X. Como Y es un espacio completamente regular de
Hausdorff, entonces existe f ∈ C(Y ) tal que f(c) = 1 y f |X ≡ 0.
Esto implica que:
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1 = f(c) = φ ◦ ψ(f) = φ(f |X) = 0, lo que es una contradiccio´n.
La prueba de los siguientes colorarios siguen inmediatamente del teorema.
Colorario 1. Sea F (N) el a´lgebra de la funcio´n de valor real en N con respecto a las
operaciones punto a punto. Para cada homomorfismo distinto de cero φ : F (N) −→ R
existe un u´nico punto n ∈ N tal que φ(f) = f(N) para cada f ∈ N.
Corolario 2. Sea X un verdadero espacio de Hausdorff real compacto y sea Y un
espacio completamente regular de Hausdorff. Sea φ : C(X) −→ C(Y ) un homo-
morfismo distinto de cero. Entonces existe una funcio´n continua σ : Y −→ X tal
que:
φ(f) = f ◦ σ
Prueba. Tenemos la aplicacio´n: C(X)
φ−→ C(Y ) δy−→ R. Para cada y ∈ Y ∃x ∈ X :
δy ◦φ = δx. Para la funcio´n continua σ : Y −→ X, y −→ x = σ(y). As´ı tenemos que:
φ(f)(y) = σy ◦ φ(f) = δσ(y)(f) = f(σ(y)), ∀f ∈ C(X) y ∀y ∈ Y .
Entonces φ(f) = f ◦ σ.
El corolario que presentare´ a continuacio´n es uno de los cla´sicos del ana´lisis funcional,
y cuya prueba tambie´n sigue inmediatamente del teorema anterior, y se conoce como
el teorema de Banach-Stone.
Corolario 3. Sean X e Y espacios real compactos. Entonces C(X) y C(Y ) son
isomorfos si y so´lo si X e Y son homeomorfos.
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2.3. Homomorfismos de anillos reales en C(Ω)
En esta parte estudiaremos una prueba con relacio´n a los homomorfismos de anillos
reales en C(Ω), siendo Ω un conjunto abierto no vac´ıo de R, realizada por Karim
Boulabiar [3]. Nos ofrece una prueba simple y accesible, pero que a su vez puede
resultar muy interesante, acerca de los resultados de que cada homomorfismo de
anillos de valor real en C(Ω) es una evaluacio´n en algu´n punto de Ω. No hay falta
de prueba de este resultado, pues este se prueba tambie´n en lo anteriormente visto
en la prueba de Aron y Fricke [2], cuando Ω = R.
Primero, siendo n un entero positivo y Ω un conjunto abierto no vac´ıo de Rn, recor-
demos que nos referimos a un homomorfismo de anillos en C(Ω) a una asignacio´n
diferente de cero φ : C(Ω) −→ R para la cual:
φ(f + gh) = φ(f) + φ(g)φ(h) para todo f, g, h ∈ C(Ω)
Ahora bien, lo que queremos ver es la prueba de que cada homomorfismo de anillos
φ : C(Ω) −→ R es una evaluacio´n en algu´n momento de Ω, es decir, que existe w ∈ Ω
tal que:
φ(f) = f(w) para todo f ∈ C(Ω).
2.3.1. Teorema
Teorema. Si φ : C(Ω) −→ R es un homomorfismo de anillos, entonces hay algu´n
punto w ∈ Ω para el que:
φ(f) = f(w) para todo f ∈ C(Ω).
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2.3.2. Estudio de la prueba de Boulabiar
En primer lugar recordemos que φ(0) = 0 y que φ(1ˆ) = 1.
Si f(x) 6= 0 para todo x ∈ Ω, entonces 1
f
∈ C(Ω) y as´ı:
1 = φ(1) = φ(f)φ( 1
f
)
De ello se deduce que si f ∈ C(Ω) y φ(f) = 0, entonces f(x) = 0 para algu´n x ∈ Ω, es
decir, si tenemos una funcio´n que anule φ(f) entonces la funcio´n se tiene que anular
en algu´n punto de Ω. Ahora para cada k ∈ {1, ..., n} definimos pk ∈ C(Ω) por:
pk(x1, ..., xn) = xk para todo (x1, ..., xn) ∈ Ω
A continuacio´n ponemos a w = (φ(p1), ..., φ(pn)) y seleccionamos f ∈ C(Ω). Y
definimos:
g = (f − φ(f))2 +
n∑
k=1
(pk − φ(pk))2 ∈ C(Ω)
Entonces tenemos que:
φ(g) = φ((f − φ(f))2) + φ(
n∑
k=1
(pk − φ(pk))2)
= φ(f − φ(f))2 + φ(
n∑
k=1
(pk − φ(pk))2
= (φ(f)− φ(f))2 +
n∑
k=1
(φ(pk)− φ(pk))2 = 0
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Puesto que φ es automa´ticamente lineal, obtenemos que φ(g) = 0.
De ello se deduce que g(x) = 0 para algu´n x = (x1, ..., xn) ∈ Ω.
Ahora bien:
f(x) = φ(f) y pk(x) = φ(pk) para todo k ∈ {1, ..., n}
Por lo tanto tenemos que:
φ(pk) = xk para todo k ∈ {1, ..., n}
Por lo que tenemos que:
x = (φ(p1), ..., φ(pn)) = w
Llegando finalmente a que φ(f) = f(w).
El enfoque que se ha estado analizando hasta ahora se limita a las condiciones de
homomorfimos de anillos y de a´lgebra ya anteriormente descritas, pero esta prueba
se puede extender a una amplia clase de anillos cla´sicos de valores reales. De hecho
la prueba funciona para cualquier anilllo R de valor real en un subconjunto no vac´ıo
X de Rn siempre que verifique las siguientes condiciones:
1. Si pk ∈ R para todo k ∈ {1, ..., n}.
2. Si R contiene las funciones constantes.
3. Si R es la inversio´n de cerrado, es decir, si f ∈ R y f(x) 6= 0 para todo x ∈ X
entonces 1
f
∈ R.
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Por ejemplo, el anillo Ck(Ω) de todas las funciones con valores reales k−diferenciables
en Ω con k ∈ {1, 2, . . . ,∞} de todas las funciones reales de los nu´meros naturales N
cumplen estas tres condiciones.
Cap´ıtulo 3
Homomorfismo de valor real de las
a´lgebras de funciones
diferenciables
Adema´s de las estructuras descritas en un principio, hemos visto como para otras
estructuras que se encuentren bajo las condiciones descritas por Karim Boulabiar
[3] para las cuales este tipo de pruebas tambie´n son aplicables, es decir que estas
pruebas pueden ser extendidas au´n ma´s alla´ de las a´lgebras de funciones continuas,
y nos mostro´ como ejemplo las funciones con valores reales k−diferenciables siendo
k un nu´mero natural.
Por lo tanto, en esta seccio´n nos extenderemos a estudiar el documento de una
prueba realizada por Arias-De-Reyna [1], en el que se demuestra que para cada
homomorfismo A de Ck(Rn) existe un x en Rn tal que A(f) = f(x) para f ∈ Ck(Rn),
en donde Ck(Rn) con (k = 1, 2, . . . ,∞) denota el a´lgebra de las funciones reales k-
veces diferenciables.
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Puesto que Ck(Rn) es un a´lgebra de funciones, tiene sentido preguntarse si para
cada homomorfismo distinto de cero A : Ck(Rn) −→ R corresponde x ∈ Rn tal que
A(f) = f(x) para todo f ∈ Ck(Rn), dicho de otra manera si A es una evaluacio´n.
3.1. Filtro asociado a un homomorfismo real
Sea A : Ck(Rn) −→ R un homomorfismo no nulo. Para α ∈ R, sea αˆ la funcio´n
constante que relaciona el valor de α para cada elemento x ∈ Rn. Luego A(αˆ) = α
para todo α ∈ R. En efecto, A(1ˆ) 6= 0 porque A 6= 0. Entonces B : R −→ R definida
por B(α) = A(αˆ) es un homomorfismo no nulo de R en R. Por lo tanto B es el
homomorfismo identidad, es decir A(αˆ) = α para todo α ∈ R.
3.1.1. Proposicio´n 1
Sea A : Ck(Rn) −→ R un homomorfismo no nulo. Para cada f ∈ Ck(Rn), el conjunto
{x ∈ Rn : A(f) = f(x)} es no vac´ıo.
Prueba. Supongamos que {x ∈ Rn : A(f) = f(x)} es vac´ıo. Entonces f − Â(f) es
una funcio´n real, que no toma el valor 0. Entonces (f − Â(f))−1 ∈ Ck(Rn) y vemos
que:
1 = A(1ˆ) = A((f − Â(f))(f − Â(f))−1) = A(f − Â(f))A(f − Â(f))−1)
Lo que contradice: A(f − Â(f)) = A(f)− A(f) = 0.
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3.1.2. Proposicio´n 2
Sea A : Ck(Rn) −→ R un homomorfismo no nulo. Denotemos por S(f1, · · · , fn)
el conjunto {x ∈ Rn : A(fi) = fi(x), i = 1, 2, . . . , n}. La coleccio´n G de todos los
conjuntos S(f1, · · · , fn) donde f1, · · · , fn ∈ Ck(Rn) es una base de filtro de Rn.
Prueba. Puesto que S(f1, . . . , fn) ∩ S(g1, . . . , gm) = S(f1, . . . , fn, g1, . . . , gm), es su-
ficiente para demostrar que S(f1, . . . , fn) 6= ∅ para todo f1, . . . , fn ∈ Ck(Rn).
Considere la funcio´n g =
n∑
i=1
(fi − Â(fi))2 ∈ Ck(Rn). Por la proposicio´n 1, existe un
x ∈ Rn tal que A(g) = g(x).
Entonces tenemos que:
A(g) = A(
n∑
i=1
(fi − Â(fi))2) =
n∑
i=1
A(fi − Â(fi))2 =
n∑
i=1
(A(fi)− A(fi))2 = 0
As´ı, a partir de la definicio´n de g obtenemos que A(g) = 0.
Por lo tanto
∑
(fi(x) − Â(fi))2 = 0, lo que obliga a fi(x) = A(fi) para todo
i = 1, 2, . . . , n.
Definicio´n. Sea A : Ck(Rn) −→ R un homomorfismo no nulo. Diremos que el filtro
F generado por la base de filtro G, por la proposicio´n 2, es el filtro asociado a A.
3.1.3. Proposicio´n 3
Sea A : Ck(Rn) −→ R un homomorfismo no nulo. Entonces existe x ∈ Rn tal que
para cada f ∈ Ck(Rn), A(f) = f(x).
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Prueba. Sea f ∈ Ck(Rn) la funcio´n definida por f(x1, . . . , xn) = x21+x22+· · ·+x2n. El
filtro F asociado a A contiene el conjunto K = {(x1, · · · , xn) ∈ Rn : A(f) = x21+x22+
· · ·+ x2n}. Dado que K es compacto, existe x ∈ Rn adherente a F .
Para todo g ∈ Ck(Rn) vemos que X ∈ {y ∈ Rn : A(g) = g(y)} = {y ∈ Rn : A(g) =
g(y)}. Por lo tanto A(g) = g(x).
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